НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ДИНАМИКИ НЬЮТОНА. ДВИЖЕНИЕ В ЦЕНТРАЛЬНО-СИММЕТРИЧНОМ ПОЛЕ

ЛЕКЦИЯ 5 ОДНОМЕРНОЕ ДВИЖЕНИЕ. ЗАДАЧА ДВУХ ТЕЛ. ДВИЖЕНИЕ ЧАСТИЦЫ В ЦЕНТРАЛЬНО-СИММЕТРИЧНОМ ПОЛЕ

5.1 Одномерное движение

Движение будем называть одномерным, если положение механической системы (частицы), определяется с помощью одного параметра. В качестве такого параметра могут выступать координата, угол поворота и др. Данный параметр будем обозначать 
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.

Кинетическая энергия в данном случае имеет вид -
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где 
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- коэффициент инерции (в случае, если параметром является координата – масса), потенциальная энергия есть функция параметра и времени - 
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Если потенциальная энергия явно не зависит от времени, то 
[image: image7.wmf]0

=

¶

¶

t

U

 и механическая энергия сохраняется. Т.к. кинетическая энергия не отрицательна, то
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Данное неравенство накладывает ограничения на допустимую область движения. Пусть функция 
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 имеет вид, показанный на рис.5.1, механическая энергия системы 
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Рис. 5.1.

Движение возможно, если 
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, движение ограничено в пространстве и называется финитным. Если частица может уйти на бесконечность движение называется инфинитным. Движение невозможно, если 
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Используя определение кинетической энергии (5.1), равенство в (5.3) можно записать так:
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Отсюда получаем уравнение движения частицы в дифференциальной форме:
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Конкретный закон движения 
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 определяется видом функции потенциальной энергии 
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. Период одномерного финитного периодического движения определяется по формуле
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5.2 Задача двух тел
Задачей двух тел называется задача о движении двух частиц, составляющих замкнутую систему. Считаем, что частицы взаимодействуют между собой посредством потенциальных стационарных сил.

Внутренние силы не влияют на движение центра инерции системы; центр инерции системы движется прямолинейно и равномерно либо покоится. В дальнейшем движение частиц будем рассматривать в системе центра инерции (рис.5.2).
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Уравнения движения частиц системы имеют вид:
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Используя третий закон Ньютона, согласно которому 
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, получим, что два уравнения системы (5.7) эквивалентны одному уравнению
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где 
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 - приведенная масса системы. Таким образом, задача двух тел сводится к задаче о нахождении закона движения изображающей точки с приведенной массой системы в поле центральной силы. Решая уравнение (5.8), находим закон движения изображающей точки 
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находим законы движения частиц системы. Из (5.9) следует, что траектории движения изображающей точки и частиц системы являются подобными.

5.3 Частица в центрально-симметричном поле. Интегралы движения

Рассмотрим движение частицы под действием центральной силы
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Сила (5.10) может быть записана через потенциальную энергию частицы:
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Потенциальная энергия частицы не зависит явным образом от времени. Это означает, что механическая энергия частицы сохраняется (первый интеграл движения):
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При движении частицы под действием силы (5.10) сохраняется орбитальный момент (второй интеграл движения):
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Из этого закона сохранения следует, что движение частицы происходит в некоторой плоскости, траекторией движения является плоская кривая (обобщение первого закона Кеплера). Из (5.13) вытекает, что секторная скорость движения частицы постоянна (второй закон Кеплера):
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Т.к. движение частицы является плоским, то для его описания целесообразно перейти в полярную систему координат  (рис. 5.3). Скорость частицы в полярной системе координат записывается следующим образом:
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где 
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 - орты полярной системы координат. Орбитальный момент частицы в полярной системе координат записывается так:
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С учетом формул (5.15) и (5.16) интегралы движения частицы в полярной системе координат имеют вид
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                                          Рис. 5.3

5.4 Эффективный потенциал

Раскрыв скобки в формуле (5.17), можно записать
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где                               
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- эффективный потенциал. Эффективный потенциал может быть положительным, отрицательным и равным нулю. Первое слагаемое в (5.19) представляет собой кинетическую энергию радиального движения частицы, первое слагаемое в (5.20) – кинетическую энергию обращения частицы вокруг силового центра.

Из уравнения (5.19) получаем
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- дифференциальное уравнение радиального движения частицы. Интегрируем (5.21) и находим зависимость расстояния частицы до силового центра как функцию времени (закон радиального движения частицы): 
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Интегрируя последнее уравнение, получим закон изменения угла поворота частицы вокруг силового центра: 
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. Разделив уравнение (5.22) на (5.21), найдем дифференциальное уравнение траектории движения частицы:
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Интегрируя (5.23), найдем уравнение траектории частицы: 
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. Таким образом, задача о движении частицы в центральном поле полностью решена.

Траектория движения частицы в центральном поле есть плоская кривая. Она симметрична относительно прямой, проходящей через силовой центр и ближайшую (наиболее удаленную) точку траектории к силовому центру, если такая имеется (на это указывают знаки 
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 в формуле (5.23)).

5.5 Уравнение Бине

Формулы (5.21-5.23) позволяют полностью решить задачу о движении частицы в центрально-симметричном поле, если известна сила, действующая на частицу, или потенциальная энергия частицы в данном силовом поле. Часто требуется решить обратную задачу: по известной траектории движения частицы в центральном поле найти силу, действующую на частицу. В этом случае удобно пользоваться уравнением Бине, которое мы сейчас получим.

Запишем формулу для ускорения частицы в полярной системе координат:
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При движении частицы в центральном поле ускорение частицы направлено вдоль радиус-вектора частицы (по направлению действующей силы). Поэтому составляющая ускорения 
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 равна нулю. Второй закон Ньютона для частицы в центральном поле, следовательно, можно представить в виде
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Производная 
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Чтобы найти силу по формуле (5.25) необходимо вычислить 
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и далее находим
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Подставив формулы (5.26) и (5.27) в формулу (5.25), проведя алгебраические преобразования, получим уравнение Бине
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Данное дифференциальное уравнение может служить для нахождения траектории движения частицы по заданной силе или для нахождения силы, действующей на частицу, по заданной траектории движения.

Пример 5.1. Траектория частицы в центральном поле имеет вид: 
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Находим:
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Подставив последнюю формулу в (5.28), найдем силу:
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 - интеграл движения.
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