ЛЕКЦИЯ 7. ЗАДАЧА КЕПЛЕРА. РАССЕЯНИЕ ЧАСТИЦ

7.1 Задача Кеплера

Задачей Кеплера называется задача о движении частицы в поле
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Потенциальная энергия частицы в таком поле отрицательна и обратно пропорциональна расстоянию частицы до силового центра; сила, действующая на частицу, обратно пропорциональна квадрату расстояния частицы до силового центра.

К данной задаче сводятся задачи о движении частицы в гравитационном поле тяготения 
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 и в кулоновском поле притяжения 
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Эффективный потенциал (5.20) в поле вида (7.1) имеет следующий вид (рис. 7.1):
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Рис. 7.1

Качественное исследование движения частицы в потенциальном поле на основе данной зависимости может быть проведено способом, который рассматривался в пункте 5.1. При значении полной механической энергии 
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 движение частицы происходит по окружности радиуса 
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. При энергии частицы 
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 движение частицы является финитным (ограничено в пространстве). В случае 
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частица может уйти на бесконечность от силового центра, движение инфинитное.

Уравнение траектории движения частицы получается подстановкой данного выражения в общее дифференциальное уравнение траектории (5.23) и последующего его интегрирования. Пределы соответствующего интегрирования 
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 и 
[image: image18.wmf]r

, где 
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- ближайшее расстояние от силового центра до точки траектории движения частицы. Для нахождения траектории движения частицы можно воспользоваться уравнением Бине (5.28). Для этого следует по формуле
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вычислить модуль силы, действующей на частицу:


[image: image21.wmf]2

)

(

r

r

F

a

=


и подставить данное выражение в уравнение Бине. Решив дифференциальное уравнение, найдем траекторию движения частицы.

Результат вычислений таков:
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где
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- фокальный параметр и эксцентриситет траектории движения. Уравнение (7.3) представляет собой уравнение кривой второго порядка (гипербола, парабола, эллипс, окружность) в полярной системе координат началом которой является точка, где размещается силовой центр. Вид кривой второго порядка определяется эксцентриситетом:
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- окружность.

Эллиптическая траектория движения частицы показана на рис. 7.2. Там же изображен фокальный параметр кривой.
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                                                  Рис. 7.2

7.2 Рассеяние частицы на силовом центре
Рассмотрим задачу о рассеянии частицы на силовом центре. Будем рассматривать движение частицы в силовом поле
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Примером данной задачи служит задача о движении частицы в кулоновском поле отталкивания. График эффективного потенциала для частицы в таком поле представлен на рис. 7.3.
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Движение частицы возможно при значениях ее полной энергии 
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. Существует минимальное расстояние, на которое частица может подойти к силовому центру - 
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,  движение частицы инфинитное.

Задача о нахождении траектории движения частицы решается аналогичным образом тому, как это делалось в задаче Кеплера. Результат следующий:
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где  фокальный параметр и эксцентриситет определяются формулами (7.4). Траекторией движения частицы является гипербола. Гиперболические траектории движения частицы в задаче Кеплера (кулоновское или гравитационное поле притяжения) и в данной задаче (кулоновское поле рассеяния) представлены на рис. (7.4) и (7.5), соответственно, через С обозначен силовой центр.

7.3 Рассеяние пучка частиц на атомах мишени. Формула Резерфорда
Пусть пучок частиц рассеивается на атомах мишени, например металлической фольги, интенсивность пучка 
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- число частиц, приходящихся на единицу площади поперечного сечения пучка в единицу времени, 
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 - прицельный параметр (рис. 7.6).
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Дифференциальным сечением рассеяния 
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 в системе центра инерции называется отношение числа частиц, рассеиваемых в единицу времени в интервал телесного угла от 
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, к интенсивности падающего пучка. Поскольку 
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для дифференциального сечения рассеяния получаем:
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Для вычисления данной формулы необходимо знать зависимость 
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 от угла 
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, т.е. вычисление дифференциального сечения рассеяния сводится к нахождению  функциональной зависимости прицельного параметра от угла рассеяния.
Угол рассеяния представим в виде
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 определим по формуле (5.23):
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Из двух последних формул видно, что угол рассеяния 
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 является функцией полной энергии 
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 и момента импульса 
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 частицы 
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. Для нахождения зависимости 
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 выразим момент импульса частицы через прицельный параметр
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и используем
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Подставив данные формулы в (7.8), получим
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По заданной функции 
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 определяется зависимость 
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. В полях отталкивания данная формула дает однозначную зависимость прицельного параметра от угла рассеяния. Заметим, что для центральных полей притяжения следует в левой части формулы брать знак плюс, зависимость 
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 при этом может быть не однозначной (пример: падение частицы на центр по траектории в виде закручивающейся спирали).
Для кулоновского поля отталкивания функция 
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. Подставив данную функцию в формулу (7.9) и проведя вычисление, найдем
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Продифференцировав данное выражение по 
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, подставив результат в (7.7), получим искомую формулу Резерфорда:
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Данная формула показывает, что подавляющее большинство частиц рассеивается на малые углы и может быть использована для определения размеров атомных ядер.
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