ЛЕКЦИЯ 12. КОЛЕБАНИЯ СИСТЕМ С НЕСКОЛЬКИМИ СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ
12.1 Колебательные системы с несколькими степенями свободы
Рассмотрим системы с несколькими степенями свободы, которые могут совершать колебательные движения вблизи устойчивых положений равновесия. Примеры таких систем показаны на рис. 12.1.
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                                               Рис.12.1

Данные колебательные системы имеют две степени свободы. При заданных значениях 
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 в качестве обобщенных координат можно взять углы отклонения 
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Многоатомные нелинейные молекулы имеют 
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 колебательных степеней свободы, линейные многоатомные молекулы имеют 
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 колебательных степеней свободы. Здесь 
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 - число атомов в молекуле. Примером линейной трехатомной молекулы может служить молекула 
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CO

. На рис. 12.2. показаны нормальные (см. ниже) колебания данной молекулы.
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                                              Рис. 12.2
12.2 Кинетическая и потенциальная энергия колебательной системы с несколькими степенями свободы. Функция Лагранжа
В лекции 9 было показано, что кинетическая энергия системы со многими степенями свободы может быть представлена в виде:
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где
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Здесь функции 
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 и 
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явно зависят от обобщенных координат частиц и времени.

Кинетическая энергия системы частиц является неоднородной квадратичной формой относительно обобщенных скоростей.
В том случае, когда на систему накладываются стационарные связи, для кинетической энергии можно записать:
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и функция Лагранжа, в случае активных потенциальных  сил имеет вид:
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Коэффициенты 
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 носят название коэффициентов инерции. В качестве их могут выступать, например, массы и  моменты инерции частиц системы.

Конкретизируем теперь вид потенциальной энергии в формуле (9.21), считая, что она не зависит от времени. Разложим потенциальную энергию в ряд по степеням 
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 вблизи устойчивого положения равновесия системы:
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Первое слагаемое можно считать равным нулю, полагая, что потенциальная энергия в положении равновесия равна нулю (нормировка потенциальной энергии). Все коэффициенты при координатах 
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 в первой степени также равны нулю для положения устойчивого равновесия. Введем обозначения:
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Эти коэффициенты называются обобщенными коэффициентами жесткости. Они симметричны, т.е.
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В результате для потенциальной энергии получаем:
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где точками обозначены члены высших порядков. Для случая малых колебаний используется гармоническое приближение, в котором всеми, не выписанными членами старших порядков, пренебрегают. В результате функция Лагранжа колебательной системы в гармоническом приближении имеет вид:
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12.3 Малые колебания системы с двумя степенями свободы
Рассмотрим систему с двумя степенями свободы, которая совершает малые колебания вблизи устойчивого положения равновесия. Основные выводы данного рассмотрения могут быть без изменений распространены на системы с произвольным числом степеней свободы.

Функция Лагранжа (12.5) для системы с двумя степенями свободы имеет вид:
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Коэффициенты инерции в формуле (12.7) в общем случае зависят от координат 
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 и ограничимся членами первого порядка:
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Тогда кинетическая энергия:
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Здесь все коэффициенты инерции – постоянные числа.

Для положения устойчивого равновесия квадратичная форма (12.8) положительна, как и квадратичная форма кинетической энергии (12.9). Коэффициенты инерции и коэффициенты жесткости, следовательно, удовлетворяют критерию Сильвестра:
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Дифференциальные уравнения колебаний получаются из уравнений Лагранжа
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и выражений (12.6), (12.8) и (12.9):
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где использованы равенства 
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Следовательно, малые колебания системы с двумя степенями свободы около положения устойчивого равновесия описываются двумя однородными линейными дифференциальными уравнениями второго порядка с постоянными коэффициентами.
Решение уравнений (12.2) ищем в виде:

[image: image44.wmf](

)

(

)

î

í

ì

+

=

+

=

a

w

a

w

t

B

q

t

A

q

sin

sin

2

1

 ,                                      (12.13)

где 
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 - неизвестные постоянные.

Дифференцируя дважды по времени уравнения (12.13), подставляя полученные результаты в уравнения (12.12), получим:
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Система (12.14) содержит алгебраические однородные линейные уравнения для нахождения амплитуд 
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. Система уравнений (12.14) имеет решение отличное от нуля, если определитель этой системы равен нулю:
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Уравнение (12.15) называется вековым или характеристическим уравнением частот. Оно представляет собой квадратное уравнение относительно 
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. Извлечем корни и используем положительность значений 
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. Данные частоты называются характеристическими частотами. Каждой характеристической частоте отвечает одно частное решение (12.13). Каждой частоте отвечают свои значения 
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. Частные решения линейно независимы, поэтому общее решение есть их линейная комбинация:
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Между числами 
[image: image54.wmf]1

A

 и 
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 имеется связь. Она устанавливается уравнениями (12.14). Эта связь следующая:
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И окончательно, общее решение:
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В окончательном решении частоты 
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 - найденные числа, которые характеризуют колебательную систему, величины 
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 - произвольные постоянные, которые определяются начальными условиями.
Из формул (12.18) видно, что колебательное движение системы с двумя степенями свободы около устойчивого положения равновесия складывается из двух независимых колебаний:
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Первое колебание происходит с частотой 
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, второе колебание – с частотой 
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. Эти колебания называются нормальными колебаниями.
В каждом нормальном колебании все координаты изменяются по гармоническому закону, имея одинаковые частоты и фазы. Они одновременно обращаются в нуль, одновременно достигают максимальных значений. Амплитуды изменения координат в каждом нормальном колебании находятся в постоянном отношении (
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 - для второго нормального колебания), не зависящем от начальных условий.
В случае, когда система имеет 
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 степеней свободы, колебательное движение распадается на 
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 нормальных колебаний, каждое из которых характеризуется своей характеристической частотой. В частном случае некоторые частоты могут совпадать друг с другом. На рис. 12.2 показаны нормальные колебания молекулы 
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. Всего имеется четыре нормальных колебания. Линейные колебания молекулы характеризуются частотами 
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